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Resumo

As enormes distancias interestelares praticamente impossibilitam viagens de seres humanos a
regides longinquas da Via Lactea. A Relatividade Restrita (RR) diz-nos que uma particula material ndo
pode atingir a velocidade da luz, c. Isto também ¢ valido em Relatividade Geral (RG) mas apenas
localmente. Assim, se a velocidade da luz ¢ inatingivel, é natural pensarmos que entre dois pontos
separados por uma distdncia propria, D, seja impossivel efectuar uma viagem de ida e volta num
intervalo de tempo inferior a 2D/c, medido por um observador em repouso no ponto de partida. Na RR,
sabemos que um viajante podera fazer uma viagem num intervalo de tempo (proprio) reduzido se v se
aproximar de c. Na RG, também ¢ possivel efectuar a mesma viagem num intervalo de tempo
arbitrariamente pequeno, medido por um observador em repouso no ponto de partida, o que parece
surpreendente.

Analisaremos algumas solu¢des das equagdes de Einstein que admitem viagens superluminais.
Entre elas, destacaremos os wormholes, a solucdo de Alcubierre (warp drive), e uma solugdo conhecida
por Tubo de Krasnikov. Todas estas solugdes violam Condi¢des de Energia, fundamentais para os
teoremas das singularidades, sendo por isso a geometria do espago-tempo respectivo produzida por
matéria exotica.
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1. Introducao

O homem tem procurado explorar a vastiddo do cosmos nas ultimas décadas. No entanto, no
que respeita as viagens espaciais, tornou-se 6bvio que os seus esfor¢os sdo severamente limitados por
duas formidaveis barreiras: a propria vastiddo do espaco e a lentiddo das viagens espaciais. Por
exemplo, uma viagem a Marte, com as actuais velocidades das naves espaciais, demora varios meses e
uma jornada a estrela mais proxima, Alfa de Centauro, levaria centenas de milhares de anos. As
viagens até planetas de outros sistemas solares poderiam durar milhdes de anos. Viagens com
velocidades proximas da da luz, caso fossem tecnicamente possiveis, também nao resolveriam todas as
dificuldades, devido as enormes distancias interestelares. Por exemplo, a distancia até a estrela Polar ¢
de 200pc, a Deneb ¢ de 500pc e ao centro da Galaxia ¢ de 10kpc.

Nao faz muito sentido langar uma expedigdo cientifica, ao sabermos que apenas daqui a
milhares de anos receberiamos algumas noticias. Torna-se patente que, com a tecnologia actual, ndo
podemos satisfazer as aspiragdes humanas de explorar livremente o cosmos, na esperanga de visitar
outras possiveis civilizagcdes ou estudar de perto buracos negros, super-novas e outras maravilhas.
Parece que estamos para sempre confinados a vizinhanca imediata do Sistema Solar, destinados a
soliddo cosmica.

No presente trabalho iremos abordar este problema no contexto da Relatividade Geral (RG).
Sabe-se que, em Relatividade Restrita (RR), uma particula material ndo pode atingir a velocidade da
luz, ¢. Em RG, tal também ¢ valido, mas apenas localmente. Assim, se a velocidade da luz ¢
inatingivel, ¢ natural pensarmos que entre dois pontos separados por uma distancia propria, D, seja
impossivel efectuar uma viagem de ida e volta num intervalo de tempo inferior a 2D/c, medido por um
observador em repouso no ponto de partida. Na RR, sabemos que um viajante podera fazer uma viagem
num intervalo de tempo (préprio) reduzido se a sua velocidade, v, se aproximar de c. Na RG, também ¢
possivel efectuar a mesma viagem num intervalo de tempo arbitrariamente pequeno, medido por um
observador em repouso no ponto de partida, o que parece surpreendente.

O ponto fundamental em RG, é que pode modificar-se o tempo necessario para efectuar uma
viagem alterando a distancia a percorrer, ou entdo obter velocidades arbitrariamente elevadas, sem no
entanto atingir a velocidade da luz, localmente.

De seguida, analisaremos algumas solucdes das equagdes de Einstein que admitem
velocidades superluminais, Uteis para possiveis viagens interestelares hiper-rapidas. Destacaremos:

e 0s wormholes transitaveis, que sdo atalhos hipotéticos, unindo duas regides distintas do
espago-tempo;

e asolucdo de Alcubierre, denominada warp drive, inspirada na fase inflacionaria do universo,
em que as enormes velocidades atingidas advém de uma expansdo do proprio espago-tempo;

e uma solugdo de um espago-tempo globalmente hiperbolico, conhecida por tubo de Krasnikov,
em que ¢ possivel a um viajante efectuar uma viagem de ida e volta num tempo
arbitrariamente pequeno, tal como ¢ medido por um observador em repouso no ponto de
partida.

Todas estas solugdes violam Condi¢des de Energia, fundamentais para os teoremas das singularidades,
sendo por isso a geometria do espago-tempo respectivo produzida por matéria exotica.
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2. Wormholes Transitaveis no Espaco-Tempo

E muito frequente os escritores de ficgdo cientifica utilizarem buracos negros para viagens
interstelares rapidas. Imagina-se um viajante intrépido a langar-se num buraco negro e subitamente a
encontrar-se numa regido distante do universo. No entanto € possivel encontrar varias objeccdes as
viagens interstelares utilizando buracos negros e wormholes de Schwarzschild. No horizonte de
acontecimentos de um buraco negro de massa M, as forgas gravitacionais de maré produzem
aceleragdes relativas enormes num  viajante, de altura L, da  ordem de

L(ZGM)J ~10gg (L/]me/]04MSOI )_2 , [1]. Se o buraco negro apresentar uma massa menor

do que / 04Ms01 e uma circunferéncia do horizonte de 42GM um viajante sera certamente esmagado
pelas forgas de maré. O horizonte do buraco negro ¢ uma “membrana” que pode ser considerada como
uma via de apenas um sentido no qual os objectos entram, mas estdo impossibilitados de sair. Logo
uma viagem em dois sentidos ¢ estritamente proibida, a ndo ser que o objecto de saida seja um buraco
branco. Os buracos brancos possuem anti-horizontes, que sdo superficies das quais apenas emergem
objectos e sdo instaveis face a pequenas perturbagdes. Um pacote de onda de luz de baixa energia sofre
um desvio para o azul e torna-se cada vez mais energético ao incidir num anti-horizonte. Devido ao
aumento exponencial da energia o pacote de onda converte o anti-horizonte num horizonte num tempo
aproximado de 10GM~M/10°Ms,,) s, [2]. Esta conversdo que ocorre pouco depois da criagdo do anti-
horizonte impede uma travessia em dois sentidos.

A métrica de Kerr, que descreve buracos negros em rotagdo, possui no seu interior tiineis que
ligam regides assimptoticamente planas do espago-tempo. Se aceitarmos a formacdo dos tineis de
Kerr, estes ndo existiriam por muito tempo devido a presenca de horizontes de Cauchy que sdo
instaveis relativamente a pequenas perturbagdes. Um pacote de onda incidente sofre um desvio para o
azul, com um aumento exponencial da energia ao aproximar-se do horizonte de Cauchy, e cria campos
gravitacionais intensos que fecham os tuneis, possivelmente convertendo-os em singularidades fisicas
(este resultado é ainda incerto, pois apenas foi investigado em primeira ordem na teoria das
perturbagdes). Logo, o interior de buracos negros de Kerr possivelmente ndo possui tuneis que ligam
outras regides do espago-tempo, mas singularidades que esmagariam qualquer viajante.

Se fosse possivel a formagdo e a estabilizacdo dos tuneis de Kerr, estes possuiriam
singularidades em forma de anel. Se a fisica fosse puramente classica e o buraco negro suficientemente
grande com uma rotagdo elevada, um viajante facilmente atravessaria a singularidade. No entanto, a
teoria quantica do campo prevé que as singularidades quebram o vacuo, irradiando um fluxo intenso de
particulas de altas energias que certamente mataria qualquer viajante.

Os wormholes oferecem um método alternativo as viagens interstelares rapidas. A fig.2.1
apresenta um diagrama de um wormhole que liga dois universos diferentes; a fig.2.2 apresenta duas
regides distantes do mesmo universo.

fig.2.1 Diagrama de um wormbhole que liga dois universos diferentes.

Ambos os wormholes sdo descritos pela mesma solugdo das equagdes de campo de Einstein,
mas diferem nas suas topologias. E importante salientar que as equagdes de campo ndo impdem
restri¢des a topologia das solugdes.
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fig.2.2 Diagrama de um wormhole que liga duas regides distintas de um espaco-tempo.

Mas também existem uma série de objecgdes as viagens interstelares utilizando os wormholes
de Schwarzschild. As forgas de maré de origem gravitacional na garganta do wormhole de
Schwarzschild tém a mesma ordem de grandeza das do horizonte do buraco negro de Schwarzschild

[1].

Um wormhole de Schwarzschild ¢ dindmico. Ao longo do tempo, expande-se a partir de uma
circunferéncia nula (dois universos desligados) a um valor maximo na garganta, depois contrai-se
novamente para um valor nulo. Esta expansdo e contracgdo ¢ tdo rapida que ¢ impossivel efectuar uma
viagem sem ser esmagado pela contrac¢do. Tal como o buraco branco, o wormhole de Schwarzschild
também possui um anti-horizonte que ¢ altamente instavel relativamente a pequenas perturbagoes.

Foi descoberta uma solu¢do das equagdes de campo de Einstein por Kip Thorne e Michael
Morris [2] que descreve um wormhole que é transitavel no espago-tempo. E uma solugio relativamente
simples, inspirada em parte por um desafio lancado por Carl Sagan sobre a possibilidade real de
viagens interstelares rapidas, ideia que ¢ utilizada no seu livro Contacto [3].

Hiperespaco

O nosso universo,\

26 anos-luz St = e e

wormbhole-

Hiperespaco
fig.2.3 O diagrama de mergulho do wormhole transitavel utilizado no Contacto
em que a personagem efectua uma viagem da Terra a Vega.

A restante parte deste capitulo ¢ dedicada ao tratamento matematico sucinto de wormholes transitaveis
no espago-tempo.

fig.2.4 Travessia de Kip Thorne através
de um wormhole transitavel.
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2.1 Propriedades do wormhole transitavel

Como vimos acima, existem varias objecgdes a viagens interstelares baseadas em buracos
negros e wormholes de Schwarzschild. As propriedades impostas aos wormholes transitaveis sdo:

1. A métrica ¢ esfericamente simétrica e estitica. E uma condigdo imposta para simplificar os
célculos.

2. A solugdo deve obedecer as equagdes de campo de Einstein.

3. Para ser um wormhole, a solu¢do implica a existéncia de uma garganta (um estreito fragmento do
espaco-tempo extremamente curvo), que liga duas regides assimptoticamente planas do espago-
tempo.

4. A auséncia de horizontes permite a viagem em dois sentidos.

As forgas gravitacionais de maré sentidas por um viajante devem ser pequenas.

6. Um viajante deve atravessar o wormhole num tempo proprio razoavel, tal como o tempo medido
por um observador colocado numa regido plana do espaco-tempo, ou seja, muito afastado do
campo gravitico.

7. A matéria e os campos que geram a curvatura do espago-tempo sdo descritas por um tensor de

energia-momento com significado fisico.

A solucao deve ser estavel face a pequenas perturbagdes durante a passagem do viajante.

9. Deve ser possivel construir um wormhole com uma quantidade de matéria finita num intervalo de
tempo finito.

93]

*®

Nas seccdes seguintes apresentamos um tratamento matematico geral dos wormholes transitaveis
que gozam das propriedades acima estipuladas.

2.2 A métrica do espaco-tempo
A métrica do espago-tempo € expressa duma forma estatica e esfericamente simétrica, [1]:

dr*

@_—’}fj

D=@(r) e b=b(r) sdo duas fungdes arbitrarias da coordenada radial. Como veremos mais abaixo, b(r")
determina a forma do wormhole, logo sera designada a fun¢do de forma; @(r) determina o desvio para
o vermelho de origem gravitacional, entdo serd designada como a fungdo desvio para o vermelho. A
coordenada radial, », tem um significado geométrico especifico, em que 27 é a circunferéncia de um
circulo centrado na garganta do wormhole. Consequentemente, 7 ¢ ndo-monotona pois diminui de +oa
um valor minimo, b,, na garganta ¢ aumenta novamente para +oo.

ds*=—e**dt* + +r2(d02 +sen20d¢2) 2.1

Num espago-tempo estatico e assimptoticamente plano, as superficies ndo-singulares em que
gor=—e""—0sd0 as que identificam os horizontes. Por exemplo, o wormhole de Schwarzschild possui
um horizonte precisamente na garganta, r=2GM. Logo, a condi¢do do wormhole ndo possuir qualquer
horizonte corresponde a @(r) ser finita em qualquer ponto do espago-tempo.

2.3 Equacées de estrutura do wormhole

2.3.1 Os tensores de Riemann e de Einstein

Para determinar as equagdes de campo de Einstein e avaliar as forgas de maré sentidas por
viajantes que atravessam o wormhole, € preciso calcular os tensores de Riemann e Einstein da métrica,

eq. (2.1).



Viagens Interestelares Hiper-rapidas em Relatividade Geral

i . : 2
A métrica é escrita da seguinte forma: ds zgaﬂdxadxﬂ com x’=ct, x'=r, x*=6,

-1 . .
X’=¢ ¢ gn=e", gllz(l—b/r) , 8,,=1"", gy, =1 sen’@ . Esta permite determinar os

1
simbolos de Cristoffel (conexdes), I'“g, ZEgM(gm,y +gﬂy’ﬁ—gﬁy’ﬂ) em que
iz

8ipy = W , € consequentemente o tensor de Riemann, utilizando a seguinte expressao:
’ X
2 2
Raﬁy& = Faﬁé,y _Faﬁ;/,g +rag;/ I BS —Fa,hgr By

Os vectores de base utilizados sdo (Et, €., €, E¢) = (é’/é’t,é’/é’r,é’/é’@,é’/é’¢) e

estdo associados ao sistema de coordenadas, (¢, », 6 ¢), de modo que a separagdo entre dois
acontecimentos com uma separacao de coordenadas (At,4r,A6,Ap) é
As=Ate +Are +A0 e, +Ag e,

Os calculos subsequentes e a respectiva interpretagao fisica serdo simplificados utilizando uma
base de vectores ortonormados associada ao referencial proprio de um conjunto de observadores que se

mantém em repouso no sistema de coordenadas com (7,68 ¢) constante. Utilizando a seguinte

transformagdo é& = A/, Eﬁ, temos:

- —D—-
PTe G . e 0 0 0
e, = (1-b/r)"er o (#3)=] © (1-p/r)" 0 0
¢, =r"¢, ’ o 0 r 0
¢, = (rsen&’)_] , 0 0 0 (rsend)”

Nessa base os coeficientes da métrica tomam as suas formas da relatividade restrita:

10 0 0
o 10 0
8ap =% %" Tp= 0 0 1 0
00 1

Para calcular o tensor de Ricci, Rﬂ ;» € o escalar de curvatura, R, utilizamos as seguintes

~ _ pa._ . v B . .
contracgdes R;; = R"pav, R=g" R;;, através das quais podemos determinar o tensor de

Einstein que aparece nas equacdes de campo, G[,p = R[; 5= % R 8 As componentes ndo nulas do
tensor de Einstein sdo:
bl
Gy=—
r
@l
G;;=— % + 2(1 - éj— (2.2)
r r)r
b b'r—b , @ Dbr->b
G,,=G,.=[1-— | O"—-————D+(D') + —————
o099 ( rj( 2r(r—b) (@) r Zrz(r—b)}
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2.3.2 O Tensor de energia-momento

O teorema de Birkhoff [1] estipula que as equagdes de campo de Einstein apenas permitem
uma solugdo de vacuo de um wormhole esférico, nomeadamente a de um wormhole de Schwarzschild,
que ndo € transitavel. Logo um wormhole transitavel ¢ constituido por um tensor de energia-momento
nao-nulo.

Visto que as equagdes de campo de Einstein requerem que o tensor de energia-momento seja

proporcional ao tensor de Einstein, na base ortonormada o tensor de energia-momento, 7' i fem a

mesma estrutura algébrica do que Gﬁ‘; da eq.(2.2). As tUnicas componentes ndo-nulas sdo pois

T.,T

ii> Liso

T 8 = T Jye Atendendo ao facto de que os observadores estaticos utilizam os vectores de

base ortonormados, cada uma das componentes do tensor de energia-momento tem uma interpretagao
fisica simples:

.=—1(r) (23)

em que p(r) ¢ a densidade de massa-energia total; 7(#) € a tensdo por unidade de area medida na
direc¢do radial (i.e., a pressdo radial a menos de um sinal negativo); p() ¢ a pressdo medida nas
direccdes laterais (direcgdes ortogonais a direcgdo radial).

2.3.3 As equacoes de campo de Einstein

As equagdes de campo de Einstein sdo G& 5= 87 GT ap © atendendo ao tensor de Einstein

(eq.(2.2)) e o tensor de energia-momento (eq.(2.3)), temos:

P (24)
o= bir =2 20! (23)
e 26

As equagdes de campo (2.4)-(2.6) sdo trés equagdes diferenciais relacionadas com cinco
fungdes desconhecidas da coordenada radial, : @&(r), b(r), p(r), ©«(r) € p(r). A resolugdo convencional
dessas equagdes seria considerar uma espécie de campo ou matéria para a fonte do tensor de energia-
momento, e através de uma analise fisica da fonte, derivar equagdes de estado para a tensdo radial e a
pressdo lateral em fungdo da densidade de massa-energia, 7(r) e p(r), respectivamente. Como resultado
teriamos um sistema soluvel de cinco equagdes (duas equagdes de estado e trés equagdes de campo)
com cinco fungdes desconhecidas da coordenada radial, . A titulo de exemplo, se estivéssemos a
analisar a estrutura de estrelas de neutrdes, consideravamos —z(p)=p(p) (a equagdo de estado deduzida
da fisica nuclear). Um outro exemplo consiste no estudo de buracos negros electricamente carregados.
Consideravamos 7(p)=p(p)=p de acordo com o tensor de energia-momento de um campo eléctrico
radial, e através das eq.(2.4)-(2.6) obtinhamos a solug¢do de Reissner-Nordstrom das equagdes de
campo de Einstein.

Na analise de wormholes transitaveis, a filosofia na resolucdo das equagdes de campo (2.4)-
(2.6) ¢ outra. Obter solugdes com determinadas propriedades manipulando as fungdes @(r) e b(r). A
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nossa escolha de b(r) fornecera p(r) através da eq.(2.4); ®(r) e b(r) fornecerdo (r), e
consequentemente p(r).

Em alguns casos, admitimos que o tensor de energia-momento que gera a curvatura do espago-
tempo do wormhole se extenda até raios arbitrariamente elevados. Em outros casos, podemos confina-
lo no interior de uma esfera de raio »=R,. Nesse ltimo caso, a tensdo radial, 7, é continua e tende para
zero no limite r—R;. A geometria do espago-tempo exterior a regido r=R; tem a forma de
Schwarzschild, condicdo imposta pelas equagdes (2.4)-(2.6), i.e., b(r)=b(R;)=const=B e
O(r)=1/2log(1-B/r) se r>R.

Se ndo houver um cut-off do tensor de energia-momento que gera a curvatura espacio-
temporal do wormhole temos que impor a condi¢do de que o espago-tempo € assimptoticamente plano
no infinito, i.e., b/r >0 e @—>0 se r—>+oo.

2.4 A Geometria Espacial do Wormhole: a matematica do
mergulho

Utilizam-se os diagramas de mergulho para demonstrar que a métrica, eq.(2.1), descreve um
wormhole. A geometria do espago tri-dimensional com a coordenada temporal fixa ¢ de um interesse
particular. A geometria ¢ esfericamente simétrica [1], logo sem perda de generalidade, podemos
confinar a analise a um plano equatorial (6 = 7/2). O elemento de linha, com ¢=const. ¢ 6 = /2,
atendendo a métrica, eq.(2.1), é:

b -1
ds* = (l - —j dr’ +r’d¢’ 2.7

r

O objectivo do mergulho ¢ o de construir uma superficie bi-dimensional, mergulhada num
espago Euclideano tri-dimensional, com a mesma geometria do que o plano equatorial descrito acima,
i.e., queremos visualizar a camada equatorial removida do espaco-tempo ¢ mergulhada no espago

Euclideano.
espaco-tempo
_75_— superior
'y
S B!
Vo Z L =

garganta do
wormhole

espago-tempo
inferior

#r sen ¢
r
r cos9d, ¢

fig.2.5 O diagrama de mergulho de um wormhole
que liga dois espacos-tempo diferentes.

Utilizam-se as coordenadas cilindricas z, r ¢ ¢ no espago Euclideano de mergulho. A métrica
Euclideana no espaco de mergulho tem a seguinte forma:

ds’ =dz* +dr* +r’d¢’

A superficie de mergulho apresenta uma simetria axial e pode ser descrita pela fungio z(r). O
elemento de linha é:
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2 dz\’ 2, 2542
ds” = 1+d— dr-+r-dg

r

que ¢ a mesma da eq.(2.7), se identificarmos as coordenadas (7,¢) do espaco de mergulho com as
coordenadas (7,¢) do espaco-tempo do wormhole. Logo, a funcdo de forma z(#) satisfaz a seguinte
relagdo:

e _ [ " 28
ar | b(r) 28)

O que demonstra 0 modo como b(r) condiciona a forma do wormhole.

;f\z
/ '\_I//
a ~ _,7’ ——
- -
rsen ¢
rcos ¢

fig.2.6 O diagrama de mergulho de um wormhole
que liga duas regiées de um espaco-tempo.

A distancia radial ¢ positiva acima (o universo ou espago-tempo superior) ¢ negativa abaixo (o
espago-tempo inferior) da garganta. A superficie de mergulho ¢ assimptoticamente plana a distancias

dz
muito elevadas da garganta, d—(l —)iOO):(), 0o que corresponde as duas regides
v

assimptoticamente planas que o wormhole liga.

2.5 Forcgas gravitacionais de maré e o tempo de travessia
no wormhole

Imaginemos uma viagem através do wormhole, numa direc¢do radial, que se inicia em
repouso numa estacdo espacial no universo inferior, em /=-/;, e termina numa estagdo espacial no
universo superior, em /=+/,. Designemos por v(r) a velocidade radial de um viajante, medida por um

12
observador estatico em r e y = (1— ,6'2) , com f=v. Logo, em termos da distancia propria

percorrida, dl, o raio percorrido, dr, o tempo de coordenada decorrido, df, e o tempo proprio medido
pelo viajante, d 7y, temos:

_dl dr
YT etdr ’ (l—b/r)l/zeq}dt
vy = v _ dl _7 dr
(1-4)" doe (1-b/r)"dz,

O sinal (—) refere-se a primeira parte da viagem (no universo inferior); o sinal (+) refere-se a segunda
parte da viagem (no universo superior).

10
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2.5.1 Condig¢oes impostas nas estacoes

Atendendo ao facto de que a viagem inicia e termina em estagdes em repouso, temos v=0 em
I=-1, e I=tl, tal como v>0 em —[,;<[<+l, As estagdes em [=[; e [=+l, estdo suficientemente
afastadas de modo que os efeitos gravitacionais sejam pequenos. Introduzimos as seguintes condigdes
nas estagoes:
(i) A geometria do espaco-tempo ¢ assimptoticamente plana, i.e., b/ r<<l

(1) O desvio para o vermelho gravitacional de sinais enviados das estagdes até ao infinito é pequeno
(1, 4]:
AL
7=€7®—1z—® = ‘CD‘<<1

12
A aceleragdo gravitica medida nas estagdes —; e I, ¢ g =— (l—b/r) O'=-P' e ¢

menor ou igual a aceleragdo gravitica terrestre, i.e., £ < gg .

Resumindo, as condigdes impostas sdo: b/r <<1,|D ‘ <<1le |CD'| < gp em =, e [=tl,

Atendendo a condigdo de que | @ | << 1, o tempo proprio nas estagdes ¢ igual a coordenada temporal da
métrica £.

2.5.2 Condigoes impostas a uma travessia

De modo a considerar uma viagem conveniente para seres humanos através do wormhole, é
preciso impor trés condicdes:
(i) A viagem deve demorar pouco tempo, digamos menos do que um ano, quer para o viajante quer
para os observadores nas estagdes —/; ¢ +1,.

Az’=ﬁ££lano
vy
dl

12
At=| —5<lano
-l yve

(2.9)

(il) A aceleragdo sentida pelo viajante ndo deve exceder gp (a aceleracdo gravitica terrestre).
Localmente, podemos introduzir uma base ortonormada no referencial proprio do viajante,

(Eﬁ,,é e. 53,), definida em termos da base ortonormada dos observadores estaticos,

(é e, e, a) , pela transformagdo de Lorentz éﬁ, = Av[,'é‘; :

e, =U=ye Type y FyB 0 0

e, =Fye +ype ; yp Fyr 00

L com (A ﬁv)z

L =6, 0 0 10

& =¢, 0 0 01
(7 = _’6' ¢ o quadri-vector velocidade do viajante. O quadri-vector aceleragdo deste ¢
a, =U_, 5 U” . Visto que o quadri-vector aceleragdo ¢ ortogonal ao quadri-vector velocidade,

11
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- 73 - = 0 .. . ~
temos a-U =0=a € =d, =—a = 0 . Como o viajante se move radialmente, a sua aceleragio
tem apenas uma componente radial, i.e., as; =a; = =0ca=a ei" em que « ¢ a intensidade da
aceleracdo. Para determinar a, consideremos que U, ¢ uma fun¢do da posi¢do radial, », do viajante;

caleular a, =U, U“=U, U" . U“Uj, nas coordenadas (4,64} e notar que

a,=a-e, = (a é},) ¢, =—y Be®a . O resultado final é:

12 )
= i(l—%) e_®(7 ed))': e” —d(y ¢ )

dl

A condicdo de que o viajante sente uma aceleragdo menor ou igual & aceleragdo gravitica terrestre ¢
dada por:

Ldlye’ _
|a|:e®%£g@ & e — < g (2.10)

(iii) As aceleragdes de maré, Ad , entre as vérias partes do corpo do viajante ndo deverdo exceder a
aceleracdo gravitica terrestre gg. Designemos por 9; a separagdo vectorial entre duas partes do corpo
do viajante (ex. a separagio entre a cabega e os pés). & ¢é puramente espacial no referencial proprio do
viajante, i.e., g‘; . [7 =0= —fo' , em que (7 ¢ o quadri-vector velocidade do viajante.

A aceleragdo de maré entre duas partes do corpo do viajante ¢ dada por [1, Box
37.1:Aa%= - R&'ﬁ-;-gv U’ ff'USV, em que R% j74 sdo as componentes do tensor de Riemann.
Visto que U =5 &'ﬁv e & o 0 no referencial do viajante e atendendo ao caracter antisimétrico nos

dois primeiros indices de R” 47161, Aa“ & puramente espacial com as seguintes componentes:

P
100" S

Transformando as componentes do tensor de Riemann do referencial dos observadores estaticos

) para o referencial do viajante (Eﬂ é.,e.,e. ), através de uma transformagdo de

(efaefaeé, €. 0 1" 2»

¢
Lorentz, vem:

b W o b'r=b
Rigii Rfffi:_(1_7j -® +mq’—(®)2

2
— = 2 7/ '
Ry = Rigay =7 "Ryygr + 77 B Ry, P b (b rj 2=

Como essas sdo as Unicas componentes ndo-nulas de R}*(’)' pg 1O referencial do viajante, as aceleragdes

de maré tomam as seguintes formas:

>
N
[%}
Il
|
=
S
L2
Q>
LAY
[}

12
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Suponhamos que |§I ~2m (a altura do viajante), com & orientado ao longo de qualquer

direcgdo espacial do referencial do viajante tal que ‘A a ‘ < g4 . Logo, temos as sguintes restrigdes:
b b'r-b

=1-=] -0+ —F—=D'—(D)
r 2r(r—b)

[R50/ (?j[(b'—éjﬂ 42— b)q)} <Bo. 1 (2.12)

2m (lOgm)2

8o . 1
Sﬁ:—(mgm)z (2.11)

A equagdo (2.11) pode ser considerada a restricdo imposta ao coeficiente @. A restricdo ¢é
facilmente satisfeita considerando ®'= 0 em todos os pontos do espaco-tempo. A equagio (2.12)
pode ser considerada a restricdo imposta a velocidade, v, do viajante ao atravessar o wormhole.

E util comparar as componentes da aceleragdo relativa com as componentes de Schwarzschild:

(A“)u = +2(:—3Mf|
(Aa)¢= - Ci]i/[éﬂ

Verifica-se que um buraco negro de Schwarzschild de pequenas dimensdes, da ordem de 2GM</0m ¢
M<10°Ms,;, esmagara um viajante antes de este atingir a singularidade central.

2.6 O Tensor de energia-momento do wormhole

2.6.1 Restricoes impostas a tensdo e a densidade de energia na
garganta do wormhole

As restrigdes impostas a fun¢do de forma, b(r), do wormhole implicam que através das
equacdes de campo de Einstein (2.4)-(2.6) existem restrigdes das densidade de massa-energia, p, da
tensdo radial, 7, e da pressdo lateral, p, que geram a curvatura espacio-temporal. As restricdes mais
severas ocorrem na garganta do wormhole. O facto de que r=b=b,e (r-b)@" — 0 na garganta (pois b’ ¢
finito através da eq.(2.4)), e devido a auséncia do horizonte (pois @ ¢ finito) implica, através da
equagdo de campo (2.5), que:

(tensdo radial W=~ 5x10% [10m]2
=——~5x — | —
7p (tensao radial na garganta 871'Gb2 m2 b

o o

r ~ e 2 , ~
0 que é uma tensdo enorme. Se by=3km, 7, é da ordem de / 0’N/m , 0 que é a pressdo no centro das
maiores estrelas de neutrdes.

Para analisar as tensOes na garganta e a sua vizinhanga definimos a seguinte fung@o
adimensional, que designaremos por funcdo de exoficidade, utilizando as equa¢des de campo (2.4) e
(2.5) e substituindo as fungdes e p pelas fungdes be @:

_T-p _ (b/r) —b'2(r—b)d'
el ]

¢

(2.13)

13
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A condicdo de que o wormhole liga dois espagos-tempo assimptoticamente planos implica que
a superficie de mergulho na garganta obedece a uma condicdo de espalhamento. Matematicamente, a
condicdo de espalhamento na garganta significa que o inverso da fun¢do de mergulho, r=r(z) satisfaca

2 2 i . o - .
d I’/ dz” > 0 na vizinhanga da garganta, r=b. Para analisar as consequéncias dessa restri¢io, utiliza-

12
dr +( r j /
dz  “\b(r)
Diferenciando em ordem a z, obtém-se uma versao de espalhamento:
dr b-br
> 2b’

Se:

>0 (2.14)

na garganta ou na sua vizinhanca.

Uma segunda versdo obtém-se combinando (2.13) e (2.14). Podemos redefinir ¢ para qualquer

valor da coordenada radial, 7:
2b° (dzrj 0}
= 5| 2= b)
¢ r|b'| dz* (r ) |b'|

Esta relagdo, com o caracter finito de b° (atendendo a eq.(2.4)) e o facto de que
(r—b )@’ —0se verifica na garganta, possibilita-nos escrever a condi¢ao de espalhamento (2.14) como:

(=2"P 0 emr=b=b,

‘po‘

na garganta ou nas suas vizinhangas.

2.6.2 Matéria “exotica”

A condigdo 7y >p, é bastante problematica, pois estipula que a tensdo radial na garganta
exceda a densidade de massa-energia, p). A matéria que goza dessa propriedade, 7>p,>0 ,
designaremos por mateéria exotica.

A natureza exoOtica dessa matéria, 7, >p,>0, ¢ especialmente problematica devido as
implicagdes para as medigdes efectuadas por observadores que se movem através da garganta com uma
velocidade radial proxima da velocidade da luz, i.e., y >>1. Um tal observador medira uma densidade
de massa-energia (a projeccao do tensor energia-momento, eq.(2.3), com o seu vector de base temporal,

¢, =ye; TypPe;)dadapor:

Lo =7 T F27° BT, +y° BT,

0
= 72(/00 _IB270> = 72(:00 - 2'0)+ 2

Se a velocidade for suficientemente elevada, o viajante observara uma densidade de massa-energia
negativa, p<0. E possivel provar que qualquer wormhole ndo-estatico e que ndo goza da propriedade de
simetria esférica, ¢ constituido por matéria cuja densidade de energia ¢ negativa, medida por
determinados observadores. Uma analise qualitativa ¢ a seguinte: Um feixe luminoso (geodésicas
nulas) que entra numa boca ¢ emerge na outra, tem uma area de secgdo eficaz que inicialmente diminui,
depois aumenta ao atravessar a garganta. A conversdo do decréscimo para o acréscimo da area da
seccdo eficaz apenas pode ser produzida pela repulsdo gravitacional da matéria que constitui o
wormbhole, o que corresponde a existéncia de densidades de massa-energia negativas.

14
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A desigualdade 7 >p viola algumas condi¢des de energia, nomeadamente, as condigoes de
energia nula, fraca, forte e dominante que sdo as bases fundamentais para alguns teoremas importantes.
Mas existem campos quanticos em que o valor de expectagdo renormalizado do tensor de energia-
momento viola todas as condi¢cdes de energia. Logo, ndo devemos impor, sem alguma cautela, a
impossibilidade da existéncia de matéria exdtica. E possivel que as leis fundamentais da fisica proibam
a existéncia da matéria exotica a escala macroscopica necessaria para a constru¢do de wormholes. Mas
¢ importante salientar que as actuais consideragdes de [c/> £ a nivel macroscopico também serao
superadas quando tivermos uma maior ¢ melhor compreensido das leis da fisica, nomeadamente uma
teoria da gravitagdo quantica.

2.7 Uma viagem interestelar hiper-rapida utilizando um
wormhole

Suponhamos que temos um wormhole com um tunel extremamente curto € com ambas as
bocas, em repouso, proximas da Terra. Suponhamos, também, que podemos mover qualquer das bocas
sem modificar a geometria interna do tunel.

fig.5.7 O comprimento do tiinel do wormhole mantém-se fixo, enquanto que as duas
bocas estio animadas com um movimento relativo no universo exterior. Cada figura
representa um diagrama de imersio de um wormhole. Relativamente ao hiperespaco,
a parte inferior do universo desliza para a direita, enquanto que o wormhole na
parte superior mantém-se em repouso

Um observador, a bordo de uma nave, efectua uma viagem até Deneb com uma das bocas a
uma velocidade muito proxima da da luz. Seja A7 o intervalo de tempo decorrido nessa viagem.
Durante a mesma, relégios que se encontrem em repouso nas respectivas bocas permanecerdo
sincronizados, tal como observado no interior do wormhole, pois o tinel mantém-se fixo. Uma vez
chegado a Deneb, se o observador regressar imediatamente a Terra através do wormhole, entdo o tempo
de ida e volta serd dado por Az;=A 7. Temos, aqui, uma viagem superluminal, pois | At | <2D. Uma vez
estabelecido este posicionamento das respectivas bocas, uma em Deneb e outra na Terra, sera possivel
efectuar viagens praticamente instantdneas entre estes dois pontos, com Az=0, devido ao tlnel
extremamente curto do wormhole.

15
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3. Warp Drive

Alcubierre demonstrou [5], através de uma modificacdo do espago-tempo, que é possivel
atingir velocidades arbitrariamente elevadas. Estas velocidades poderdo superar a velocidade da luz
apesar dos observadores estarem contidos nos seus cones de luz [6]. A enorme velocidade de separacao
advém da expansdo do proprio espago-tempo, tal como ocorre na fase inflagiondria do universo.

Poderiamos utilizar uma expansao do espago-tempo para nos afastarmos de um objecto a uma
velocidade arbitrariamente elevada. De modo analogo, uma contrac¢do do espago-tempo aproximar-
nos-ia de um objecto. E esta a base do modelo de Alcubierre para viagens interestelares hiper-rapidas.
O modelo consiste em criar uma distorgdo local do espago-tempo que produz uma expansdo na parte
traseira da nave espacial, e uma contrac¢do na parte frontal. Deste modo a nave sera afastada da Terra e
aproximada de um destino distante pelo proprio espago-tempo.

3.1 A métrica

O espacgo-tempo, no formalismo 3+1 da Relatividade Geral [1], é descrito por uma folheacao
de hipersuperficies espaciais com uma coordenada temporal constante. A geometria do espago-tempo ¢é
dada em termos da: métrica tri-dimesional, g;, das hipersuperficies espaciais; func¢do de lapso, a, que
fornece o intervalo de tempo proprio entre hipersuperficies vizinhas, tal como medido por observadores
Eulerianos®; um vector shift, ', que relaciona sistemas de coordenadas espaciais em hipersuperficies
diferentes. Atendendo a essas condigdes, a métrica do espago-tempo ¢ dada por:

ds* =—dr’ =g, dx“dx”
=—a* - BB )dt* +23 dx'dt +y, dx'dx’
1 1 7/U

Suponhamos que a nave espacial move-se ao longo do eixo do Ox num sistema de coordenadas
cartesiano. A métrica que “empurra” uma nave espacial ao longo desta trajectoria, descrita por uma
funcéo arbitraria do tempo, xg(?), tem as seguintes propriedades:

5 AS

g; =9 G.1)

em que:

1/2

rs(t) = [(x —xS(t))2 er2 +z?

e a fung@o £, que por vezes designaremos por “fun¢do de forma”, é dada por:

1) = tgh(o(r, + R)) - tgh(o(r; — R))

2 tgh(O' R) G2

em que R>0 e o>0 sdo parametros arbitrarios. Note-se que para elevados valores de o a fungdo f(r)
aproxima-se de uma fungo “chapéu’:

3 Um observador Euleriano tem uma quadri-velocidade normal a hipersuperficie.
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1 serg e[— R,R]
li =
Uggf(rs) 0 serg %[— R,R]

Na fig.3.1 esta representada a func¢ao de forma, com o=2 ¢ R=6:

0.8+

0.6+

0.24

10 & oh g 10
kS

fig.3.1 A funcio de forma de Alcubierre com =2 e R=6.

Qualquer forma da fung¢ao f(#) é suficiente desde que tenha um valor aproximadamente igual a
um numa regido »,<R, ¢ atinge rapidamente o zero no exterior da bolha, de modo que, no limite, r;—»,
se recupera o espago-tempo de Minkowski.

A métrica simplifica-se para:

ds* ==t +(dx v (1) £ (ry(0))dt) +y? +d2” (33)

Atendendo a relagdo (3.1) verifica-se que a geometria tri-dimensional das hipersuperficies ¢
plana. A relagdo o=/, implica que as curvas temporais normais as hipersuperficies sdo geodésicas, i.e.,
os observadores Eulerianos estdo em queda livre. Todavia, visto que o vector de shift anula-se para
rs>>R, 0 espago-tempo € essencialmente plano excepto numa regido com um raio de R centrado em
(xs(t),0,0). O espago-tempo também ¢ plano no interior da bolha, na regido em que f(7(?) =1, visto que
um referencial de inércia local é obtido através da seguinte transformacdo: X' = x — x P (t ) . Logo, um

objecto comdvel com o centro da bolha, cuja trajectéria seja dada por x' = 0, encontra-se em queda
livre®.

3.2 A curvatura extrinseca e a expansao

A informagdo do espago-tempo estd contida no tensor de curvatura extrinseca, Kj, que

descreve o modo como as hipersuperficies tri-dimensionais sdo imersas no espacgo-tempo quadri-
dimensional [1]:

1 2g;
K :Z(ﬂn N j

* Aplicando uma transformagio x '=x—x,(2) e substituindo na eq. (3.3), a métrica toma a seguinte forma:
ds’ =—dt* +dx'* +dy’ +dz’ . Temos um referencial de inércia local, logo, um objecto que se move
com o centro da bolha, cuja trajectoria ¢ dada por x =0, estara em queda livre.
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¢ atendendo a forma de o e g, reduz-se a:

K, =328 +2.5)

A expansdo, 6, dos elementos de volume associado aos observadores Eulerianos ¢ dada em
termos de K

12
A figura representa o grafico de #em fungdo dex e de p = (y2 +z 2) , 1O caso particular

em que o=2 ¢ R=4 ¢ vg=/. O centro de perturbagdo corresponde a posi¢do da nave, xg(t). Verifica-se
que os elementos de volume estdo em expansao na traseira da nave, e em contrac¢ao na parte frontal.

fig.3.2 Expansao dos elementos de volume da bolha de Alcubierre.

Para provar que a trajectoria da nave é realmente uma curva temporal, independentemente do
valor de vg(?), substituimos x=xg(t) em (3.3), logo:

do=dt (3.4)

atendendo a vs(t) = de(t)/dt e a eq.(3.2). A relagdo (3.4) implica que o tempo proprio iguala ao
tempo das coordenadas. Visto que a coordenada temporal, ¢, iguala ao tempo préprio de observadores
distantes, na regido plana do espaco-tempo, concluimos que a nave espacial ndo sofre qualquer
dilatagdo do tempo, apesar do seu movimento. E possivel provar que as for¢as de maré na vizinhanga
imediata da nave sdo desprezaveis, enquanto que na regido »s=R s3o enormes.

3.3 Viagens interestelares hiper-rapidas

Para demonstrarmos que ¢ possivel efectuar uma viagem de ida e volta a uma estrela distante
num intervalo de tempo arbitrariamente pequeno, consideremos o seguinte cenario. Duas estrelas, 4 ¢
B, estdo separadas por uma distancia de D no espago-tempo plano. No intervalo #,, a nave inicia o seu
movimento utilizando os motores, afastando-se de 4 a uma velocidade de v</. A uma distincia d de 4
a nave efectua uma paragem. Suponhamos que:
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R<<d<< D (3.5)

E neste instante que a perturbagio do espago-tempo, centrada na posigdo da nave, se inicia. A
perturbacdo ¢ tal que empurra a nave de 4 com uma aceleragdo de coordenadas que varia rapidamente
de zero a um valor constante de a. A meio caminho entre 4 e B, a perturbagdo ¢ modificada de modo
que a aceleragdo varia rapidamente de a a —a. A nave finalmente encontrar-se-4 em repouso a uma
distancia d de B, em que a perturbagdo desaparecerd. A nave efectua um movimento até B com uma
velocidade v. A viagem de retorno a A efectua-se de um modo analogo.

Se as variagdes de aceleragdo sdo extremamente rapidas, o tempo de coordenadas total, 7,

decorrido apenas na ida ¢ dado por:
d D-2d
T=2 =+, ——
\% a

O tempo proprio de ambas as estrelas iguala o tempo das coordenadas, porque estas se
encontram no espago-tempo plano. O tempo proprio medido na nave ¢ dado por:

d |D—2d
T=2| — 44—
yv a

12
com ) = (1 - v2) / . A dilatagdo do tempo apenas surge na auséncia da perturbagdo do espaco-

tempo, na altura em que a nave se move com os seus motores ligados.

D
T T=2,—
a

Verifica-se que 7 diminui com o acréscimo de a. A nave podera viajar mais rapidamente do
que a velocidade da luz. No entanto, como ja se verificou, esta mantém-se numa trajectoria temporal,
contida no seu cone de luz, pois a propria luz também sofre a mesma distor¢do do espaco-tempo. Dai a
denominacio de “warp drive” do mecanismo.

Atendendo a eq. (3.5), vem:

3.4 A densidade de energia

Verifica-se que a métrica descrita acima, utilizando as equagdes de Einstein viola todas as
condigdes de energia [7, 8]. Utilizando as quadri-velocidades dos observadores Eulerianos:

#_l — B = —
U —a(l, B'), U,=~(a0)

a densidade de energia observada por estes seré:

1 1 v (df)
T,MVU UV — aZTOO :—GOO :_—%(i] (36)
# 87 G 87 G 4r,” \drg

1/2
em que P = (y2 + Zz) ¢ a distancia radial perpendicular ao eixo 0Ox, tal como definido acima. Na

fig.3.3, verifica-se que a distribuicdo de energia negativa estd concentrada numa regido toroidal
perpendicular a direc¢do do movimento.
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fig.3.3 Distribuiciio da energia negativa numa regifio
perpendicular a direc¢io do movimento.

3.5 Analise de Krasnikov

Krasnikov levantou uma questio interessante no tocante as viagens superluminares segundo o
mecanismo proposto por Alcubierre [9]. O ponto fundamental ¢ que um observador ndo podera
influenciar acontecimentos no exterior do seu cone de luz do futuro. Em particular, isto significa que
um astronauta a bordo de uma nave ndo podera criar nem controlar uma bolha de Alcubierre, que se
move com v>c¢, em torno dessa nave. Esta conclusdo advém do seguinte argumento: os pontos assentes
na parte exterior frontal da bolha tém uma separacdo espacial em relagdo ao centro da mesma. Verifica-
se esta afirmacdo considerando a trajectoria de um fotdo emitido a partir da nave na direc¢ao positiva
do eixo Ox [10]. Temos, entdo, ds’=dy=dz=0 ¢ a métrica toma a seguinte forma:

ds* = 0= —dt* +(dx — vy f(ry)de)
donde vem:
%:vsf(rs)%rl.

Ao fazer uma analise no proprio referencial de um observador que se desloca no centro da

. ‘e . )
bolha, efectuando a transformagdo x' = X — X, (l‘ ) , a métrica da eq. (3.3) toma a seguinte forma:

ds? =—di* +(dx' + (1= () i) +dy” +2° (3.)

Considerando uma curva nula, teremos:

20



Viagens Interestelares Hiper-rapidas em Relatividade Geral

dx

E=1—(l—f)vs.

Se a nave se encontra em repouso no centro da bolha, entdo o fotdo apresenta, inicialmente,
dx/dt=v+1 ou dx’/dt=1. Esta ultima condi¢do verifica-se porque as novas coordenadas definem,

localmente, um referencial de inércia. No entanto, num dado ponto x'= x'_, com x' < R, tal que

c?
0<f<l1, verifica-se que dx/dt=v ou dx /dt=0. Se dx/dt=v+1 no centro da bolha, temos, por continuidade,
dx/dt=v para alguns fotdes que se movem na direc¢do +x no interior da bolha e dx/d¢=1 na regido
exterior a bolha. Isto implica que os fotdes que atingem o ponto x'c permanecem em repouso

relativamente a bolha e sdo simplesmente arrastados por esta. Os fotdes emitidos no sentido positivo do
eixo Ox, nunca chegam a superficie exterior da bolha, a qual, por esta razdo, se encontra no exterior do
cone de luz do futuro da nave. Logo, a bolha ndo podera ser criada nem controlada por qualquer ac¢ao
da tripulag@o da nave, excluindo a utilizagdo de sinais taquionicos.

Esta analise ndo significa que uma bolha de Alcubierre, se fosse possivel a sua criacdo, nao
pudesse ser utilizada como um meio de transporte superluminal. Apenas significa que as acgdes
necessarias para a modificagdo da métrica, e a consequente criagdo da bolha, t€ém que ser realizadas por
um observador, cujo cone de luz inclui a trajectoria da bolha. A fim de efectuar viagens super-luminais,
uma nave colocada apropriadamente no caminho da trajectoria da bolha entraria no seu interior,
permanecendo em repouso, sendo depois arrastada até ao seu destino final. No entanto, Krasnikov
propds uma nova métrica, em que um observador a bordo duma nave consegue efectuar uma viagem de
ida e volta, pelas suas proprias acgdes, num tempo arbitrariamente curto, medido por observadores
distantes. Esta métrica sera apresentada e analisada no proéximo capitulo.
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4. Um Metropolitano Superluminal: o Tubo de
Krasnikov

A métrica do warp drive, proposta por Alcubierre, apresenta o problema de um observador no
centro da bolha que se encontra causalmente separado da parte externa da superficie da mesma. Logo,
um tal observador ndo conseguira controlar a bolha depois da sua criagao.

A métrica bi-dimensional originalmente proposta por Krasnikov ndo sofre desse problema [9].
Esta métrica tem a propriedade interessante do tempo de uma viagem completa de ida e volta a uma
estrela distante, tal como ele ¢ medido por reldgios terrestres, poder ser arbitrariamente curto, embora o
tempo de ida ndo possa ser diminuido.

Na generalizacdo quadri-dimensional de Everett ¢ Roman [10], é construido um “tubo” ao
longo da trajectoria de uma nave que liga a Terra a estrela distante. No interior do tubo, o espaco-tempo
¢ plano, mas os cones de luz estdo suficientemente inclinados para permitir uma viagem superluminal
num unico sentido. Verifica-se que os tubos de Krasnikov, tal como as bolhas do warp drive e os
wormholes transitaveis, envolvem densidades de energia negativa.

Apesar das suas diferengas, as métricas de Alcubierre e de Krasnikov tém em comum algumas
propriedades importantes. Em particular, ambas implicam a existéncia de curvas temporais fechadas e
os tensores de energia-momento respectivos violam a condi¢do de energia fraca (WEC).

4.1 A métrica bi-dimensional

Krasnikov propds uma nova métrica bi-dimensional, em que se torna possivel a um
observador, manipulando o espago-tempo, efectuar uma viagem de ida e volta num intervalo de tempo
arbitrariamente curto, dada por:

ds® = —(dt — dx )dt + k(x,)dx)

4.1
= —dt* + (1 - k(x,2))dxdt + k(x,t )dx* D

com
k(x,t)=1-(2-06)0,(t = x)[0,(x) - 0,(x + £ - D)|. (4.2)
6, ¢ uma fungdo mondtona e suave que satisfaz:

1 se &>¢

HE(QE): 0 se &£<0

em que 0 e & sdo parametros positivos arbitrariamente pequenos. A métrica reduz-se a métrica bi-
dimensional de Minkowski se A=1. As duas fungdes 6, entre paréntesis rectos anulam-se para x<0 e
cancelam-se se x>D, assegurando k=1 para qualquer ¢, excepto os valores compreendidos entre x=0 ¢
x=D. Quando se combina este comportamento com o efeito do factor 6,(f—x), verifica-se que a métrica
da eq.(4.1) se reduz ao espaco-tempo de Minkowski para <0, e quaisquer valores de ¢t no exterior de
0<x<D. Para r>x e e<x<D-¢, as primeiras duas funcdes 6, na eq.(4.2) igualam-se a unidade, enquanto
0, (x+&-D)=0, e consequentemente, k=0 —1 na regido considerada. Existem duas fronteiras espaciais
entre estas duas regides, com k constante; uma entre x=0 e x=g para >0, ¢ a outra entre x=D—¢ ¢
x=D para >D.
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4.2 As propriedades da métrica

Imaginemos que esta métrica ¢ produzida pela tripulacdo de uma nave que parte da Terra
(x=0) em ¢=0, e viaja ao longo do eixo Ox para Deneb (x=D), com uma velocidade aproximadamente
igual a da luz, de modo que o tempo de chegada seja t=D. A tripulagdo pode modificar a métrica,
alterando o valor de k de 1 para 5~1 ao longo do eixo Ox, na regido compreendida entre x=0 e x=D,
deixando uma regido de transi¢ao de largura ¢ em cada extremidade, para assegurar a continuidade. A
continuidade no tempo implica também que a modifica¢do de k requeira um intervalo finito de tempo,
cuja duragdo assumimos ser &, por simplicidade. No entanto, visto que a fronteira do cone de luz do
futuro da nave, situada em =0, é dada por |x| =t , um observador ndo pode modificar a métrica em x
antes do instante r=x. Esta analise justifica a presenga do factor d,7—x) na métrica. Logo, existe uma
regido de transi¢do temporal entre os dois valores de k, com a duracdo de ¢, ao longo da linha de
universo da nave, dada por x~t.

A geometria resultante no plano (x,7) estd indicada na fig.4.1, na qual as regides sombreadas
representam as duas regides de transi¢do espacial 0<x<ge D—g<x<D, e a regido de transi¢ao temporal
x<t<x+e&. Na regido interior do diagrama, k tem o valor constante de J-1, enquanto que k=1 nas
regides exteriores. A linha de universo da nave esta representada pela recta AB.

fig.4.1 O espaco-tempo de Krasnikov representado no plano.
As linhas verticais E e D sao as linhas de universo da Terra
e de Deneb, respectivamente. A linha de universo da nave é
aproximadamente representada pela curva AB.

As propriedades da métrica modificada com J0—/< k </ podem ser analisadas pela forma

factorizada da eq.(4.1) para curvas nulas, ds* =0. Os declives do cone de luz do futuro sdo
dt/dx =1le dt/dx = —k . O comportamento do cone de luz esta indicado na fig.4.2, com k=1, k=0

e k=0-1.

k=1

fig.4.2 Os cones de luz do futuro para k=1, k=0, k=5-1, respectivamente.
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Verifica-se que na regido interior da fig.4.1, onde k=6—/, o espago-tempo € plano, visto que a métrica
dada pela eq.(4.1) pode ser reduzida a de Minkowski pelas seguintes transformacdes de coordenadas:

o
dt' = dt+(5—l)dx

4.3)
&' =(2)a
X =\ |ax
2
Note-se que a ramificagio da esquerda na regido interior é dada por dx '/ dt'=-1. A
transformagdo ¢ singular em 0=0, i. e., k=—1.
Das equagoes (4.3) obtemos:
dt 1+(2—5j dx' @.4)
dt' 5 Jar '

Para um objecto que se propague no interior do seu cone de luz do futuro, teremos
|dx'/dt'| <1 e dt'>0. Se 0<56<2, um tal objecto propaga-se no sentido positivo de x’ (e de x),

verificando-se que d¢>0. No entanto, para d<1l, um objecto que se mova suficientemente proximo da
ramifica¢do esquerda do cone de luz, dada por dx /dt'=—1, verifica-se dt/dt'<0 e consequentemente,
ele aparenta uma propagagdo para trds no tempo, tal como ¢ medida por observadores na regido
exterior, com 6=2 e k=1, da fig.4.1. Estas propriedades de movimento, na métrica de Krasnikov, com
o<1, podem ser deduzidas a partir dos cones de luz da fig.4.2.

4.3 Uma viagem superluminal entre a Terra e Deneb

Imaginemos que a nave, que partiu da Terra e chegou a Deneb no instante =D, tenha
modificado a métrica de modo que k~—1 (i.e. 5~0) ao longo da sua trajectoria. Imaginemos, agora, que
a nave regressa a Terra, novamente a uma velocidade proxima da da luz (medida no seu referencial de
inércia local), i.e., ao longo da ramificacdo esquerda do cone de luz, com dx '/ dt' = —1. Logo, das

egs.(2.3) retira-se a seguinte relagdo: y = d_x ~— i = 1 ~ ] e dt<0 (visto que dx<0).

dt k 1-6

O regresso da nave a Terra desde Deneb efectua-se num intervalo de tempo
At = —D/v,. = D(5 — ]). O tempo total de ida e volta, medida na Terra serd t;=D+A4t,=D3. Por

simplicidade, consideremos a espessura ¢ negligivel.

Numa viagem superluminal esta implicito, pois, que |Atr| <D (se &0) e que o intervalo

entre a partida de Deneb e a chegada a Terra é espacial. Note-se que #z>0, o que significa que a chegada
a Terra precede necessariamente a sua partida. Mas 7z poderd tomar um valor praticamente nulo,
atendendo a uma escolha apropriada do parametro . Esta métrica, por si s, ndo gera curvas temporais
fechadas, visto que #7>0, i.e. a nave ndo viaja para o seu passado. O aparecimento de curvas temporais
fechadas ¢ possivel apenas na generalizag¢do ao caso quadri-dimensional.

4.4 Uma viagem instantanea

Existe uma outra propriedade interessante da métrica de Krasnikov, em que a viagem ¢
instantanea, dt/dt'=0, quando vista por observadores nas regides exteriores da fig.4.1. Em concreto, se
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o<1, existe um determinado valor de dx /dt’ para o qual se verifica dt/dt'=0. Esta observagdo também
pode ser deduzida da fig.4.2. Entdo, da eq.(4.4), obtemos a seguinte relagao:

dx' o

i’ 2-6

que esta compreendida entre 0 e —1 para 0<d<1.

4.5 A generalizacao quadri-dimensional

A quatro dimensdes, a modificag@o da métrica inicia-se ao longo da trajectoria da nave, que se
move segundo o do eixo Ox. A modificagdo da métrica ocorre na posi¢cdo x, e no instante ¢, que € o
tempo de passagem da nave em x.

Suponhamos que a perturbacdo da métrica se propaga radialmente a partir do eixo Ox, de
modo que a causalidade implica que no instante # a regido em que a métrica foi modificada nao podera

12
estender-se além de p=t—x, com O = ( y2 + 22) . Requer-se, também, que a modificacdo ndo se

estenda além de uma distancia radial méxima, p,,<<D, do eixo dos Ox. Logo, num espago-tempo
quadri-dimensional podemos substituir a eq.(4.2) por:

k(x,t,p) =1-(2-9) H‘S(pmwC - p) Hg(t —-X - p)[Qg(x) -0 (x+e- D)] (4.5)

e a métrica em coordenadas cilindricas, sera dada por:
ds® = —dt* +(1- k(x,t,p))dxdr + k(x,1, p)dx* +dp* + p*d g’ . (4.6)

Consideremos, por simplicidade, que todos os parametros, &, nas fungdes 6,, sdo iguais. Para
t>>D+ P40, temos um tubo de raio p,,, centrado no eixo Ox, dentro do qual a métrica foi modificada.
Esta estrutura é designada por “tubo de Krasnikov”. Em contraste com a métrica de Alcubierre, a de
Krasnikov € estatica a partir do momento da sua criacdo. Para p,;,.>>¢, o tubo consiste de uma regiao
central plana, com o raio de p,.,—¢, ao longo de e<x<D—¢ e k=0—1=constante. Esta regido central ¢
envolvida por camadas finas e extremidades de espessura & com k a variar entre k=6—1 e k=1. Esta
analise esta representada na fig.4.3, que mostra sec¢des transversais de uma regido do tubo em que
e<x<D—¢ e de uma das extremidades.

goxe D=1 kel

fig.4.3 Seccdes transversais espaciais do tubo de Krasnikov, com x=c* e r=c".
O primeiro diagrama é uma secciio transversal de um plano em e<x<D—e¢.
O segundo é uma seccio transversal de uma das extremidades.
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5. Restrigcoes impostas pela Desigualdade Quantica

Desde o artigo classico de Morris-Thorne [2], € conhecido que os wormholes transitaveis
violam todas as condigdes de energia e as condigdes de energia média, que sdo fundamentais aos
teoremas de singularidades e aos teoremas classicos da termodinamica de buracos negros [8]. Verifica-
se que as solugdes do warp drive e do tubo de Krasnikov também violam, especificamente, as
condigdes de energia nula e fraca [5, 10]. Apesar das formas classicas de matéria obedecerem as
condig¢des de energia, sabe-se que algumas sdo violadas por alguns campos quanticos, entre os quais
podemos referir os campos escalares e fermidnicos quantizados, a evaporagdo de Hawking, o vacuo de
Hartle-Hawking, a inflagdo cosmologica, etc.

A investigagdo pioneira desenvolvida por Ford [11], no fim da década de 1970, num novo
sistema de restricdes de energia, conduziu as restricoes de fluxos de energia negativa em 1991 [12].
Estas, eventualmente, culminaram na forma da Desigualdade Quantica (DQ), aplicada a densidades de
energia, que foi introduzida por Ford e Roman em 1995 [13].

A DQ foi deduzida da Teoria Quantica de Campo, num espago-tempo 4-dimensional de
Minkowski, para campos escalares sem massa e toma a seguinte forma:

vy o (T, UU
s 7o e (Tw U"U")
p_;OL” T’ +r02 d72_327r2 2'04

em que, U” ¢é a tangente 4 geodésica de um observador; 7 € o tempo proprio do observador € 5 € o
tempo de amostragem. O valor de expectacdo ( ) é estabelecido em relagdo a um estado arbitrario |!//> .

Ao invés do que sucede com as condi¢des de energia média, ndo ¢ feita uma média ao longo de toda a
linha de universo de um observador, antes se pesa o integral com uma fun¢do de amostragem de
espessura caracteristica, 7). A desigualdade oferece um limite & magnitude das violagdes da energia
negativa e ao tempo em que a estas lhes ¢ permitido existir. Uma aplicag@o imediata a espagos-tempos
curvos ¢ que estes sdo aproximadamente planos se estiverem restringidos a regides muito pequenas.

Utilizando as restrigdes impostas pela DQ aos wormholes e a métrica do warp drive, verifica-
se que a espessura da garganta do wormhole ¢ da parede da bolha de Alcubierre ¢ extraordinariamente
fina, da ordem de centenas do comprimento de Planck. Verifica-se, também, que as energias
necessarias para manter a bolha do warp drive ¢ o tubo de Krasnikov, utilizadas em viagens
interestelares, ndo sdo fisicamente plausiveis, pois sdo extremamente elevadas. Por exemplo, se a
massa de uma galaxia tipica ¢ da ordem de My, 1icrea = 10"2Ms,, =2><1042kg, a energia necessaria para
manter a bolha de Alcubierreé da ordem de: E S—5,5><1021Mgaldmv,,, 0 que ¢ da ordem de 10" vezes
maior’ do que a massa total do universo visivel °. Para construir um tubo de Krasnikov com um raio e
comprimento de 1m é necessario um energia negativa da ordem de 10° massas galacticas. Para um tubo
que se estende a partir da Terra até a estrela mais proxima (« Centauri), i.e., D~4x10'°m, é necessario
E~~10"Mgqivia-

Da aplicagdo da DQ, tanto aos wormholes, como ao warp drive ¢ ao tubo de Krasnikov,
concluiu-se que estas solugdes sdo fisicamente pouco plausiveis. No entanto, tais aplicagdes levantam
uma série de objeccdes [14]. Em primeiro lugar, a DQ apenas tem interesse se nos apoiarmos na teoria
quantica de campo para proporcionar a matéria exotica necessaria a estas solugdes. Existem, ndo
obstante, sistemas classicos (campos escalares ndo-acoplados) que violam as condi¢des de energia nula
e fraca [17], apresentando, simultaneamente, resultados plausiveis quando sujeitos & DQ. Em segundo

5 . . . e . . ~ . ~
No regime oposto, para bolhas de Alcubierre microscopicas, as dimensdes obtidas sdo atenuadas. Por
exemplo, considerando uma bolha com as dimensdes de um comprimento de onda de Compton de um
- . . . 4
electrdo, a energia negativa teria a ordem de E~ —10" Mj,,.

% Devido a estas enormes quantidades de matéria exdtica, van den Broeck recentemente propds uma

ligeira modificacdo da métrica de Alcubierre que melhora consideravelmente as condigoes do warp
drive [16, 17].
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lugar, mesmo se a teoria quantica de campo fornecer a matéria exoética necessaria, a DQ nao proibe as
solugdes acima referidas, apenas impoOe sérias restricdes a sua geometria. Em terceiro lugar, seria
conveniente reformular a DQ numa notacdo covariante mais transparente e deduzi-la para geometrias
arbitrarias.

Apesar do excelente trabalho realizado por Ford e Roman na deducdo das DQ e nas suas

subsequentes aplica¢des [18, 19, 20], a versdo actual da DQ certamente ndo serda a ultima palavra
quanto a matéria exotica e as violagdes das condi¢des de energia.
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